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การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันตรรกยะ 

(Integration of Rational Functions) 

จุดประสงค์การเรียนรู้  
 นิสิตสามารถหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัตรรกยะซึ่งอยู่บนพืน้ฐานแนวคิดของการแบ่งฟังก์ชนั

ออกเป็นผลบวกของฟังก์ชนัพหนุามกบัฟังก์ชนัตรรกยะแท้และสามารถหาปริพนัธ์โดยใช้เทคนิค

ตา่งๆ ท่ีเคยเรียนมาแล้วได้  

ฟังก์ชันตรรกยะ คือ ฟังก์ชันท่ีอยู่ในรูป  
( )

( )
( )

P x
f x

Q x


 
เม่ือ ( )P x  และ   

( )Q x   เป็นฟังก์ชนัพหนุาม 

1. ถ้าดีกรีของ P น้อยกว่าดีกรีของ Q  แล้วจะเรียกฟังก์ชนั f  ว่า ฟังก์ชันตรรกยะ

แท้ (proper rational function) และถ้า ( )Q x  สามารถแยกตวัประกอบได้แล้วเราสามารถ

เขียน f ให้อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนย่อยได้ นัน่คือ 

 

 
1 2

( )
( ) ( ) ( ) ( )
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P x
f x F x F x F x

Q x
      

 

เม่ือ 1( )F x , 2 ( )F x , ... , ( )nF x  เป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท้ 

 

2. ถ้าดีกรีของ P มากกว่าหรือเท่ากับดีกรีของ Q  จะเรียกฟังก์ชัน f  ว่า 

ฟังก์ชันตรรกยะไม่แท้ (improper rational function) ซึง่สามารถเขียนให้อยูใ่นรูป 

( )
( ) ( )

( )

S x
f x R x

Q x
   

เม่ือ ( )R x  และ ( )S x เป็นพหุนาม โดยท่ีดีกรีของ S  น้อยกว่าดีกรีของQ  ได้โดยใช้วิธีการ

หารพหนุาม 
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 การหาปริพนัธ์โดยการเขียนให้อยู่ในรูปผลบวกของเศษส่วนย่อย 
 ในการเขียนให้อยู่รูปผลบวกของเศษส่วนย่อยของฟังก์ชันตรรกยะแท้และ ( )Q x  

สามารถแยกตวัประกอบได้ ทําได้ ดงันี ้

1. แยกตัวประกอบของ ( )Q x  จนกระทั่ งมีตัวประกอบอยู่ ในรูปของนิพจน์  

ax b  ห รือ  
2ax bx c   ที่ ไ ม่ ส ามารถแยกตั วประกอบไ ด้ อีก  นั่ น คื อ 

2 4 0b ac    
ดงันัน้ จะได้  ( )Q x   เป็นผลคณูของตวัประกอบซึ่งแตกต่างกนัท่ีอยู่ในรูปของนิพจน์ 

( )max b   หรือ  
2( )max bx c    เช่น 

 

 

 

 

 

 

2. เขียน 
( )

( )
( )

P x
f x

Q x
   ให้อยู่รูปนิพจน์ของผลบวกเศษส่วนย่อย ดงันี ้

กรณี 1 ถ้าตวัประกอบของ ( )Q x  มีนิพจน์  
mbax )(   เป็นตวัประกอบ แล้ว

ผลบวกของเศษสว่นยอ่ยจะมีนิพจน์อยูใ่นรูป 

1 2
2

...
( ) ( )

m
m

AA A

ax b ax b ax b
  

    

เม่ือ 1A , 2A , …, mA เป็นคา่คงตวั เช่น  

5

( 1)( 2)(x 3)x x


    
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2

2
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( 1)( 2)

x
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

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x

x x x



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กรณี 2 ถ้าตวัประกอบของ ( )Q x  มีนิพจน์ 
2( )max bx c  เม่ือ 

2 4 0b ac  เป็นตวัประกอบ แล้วผลบวกของเศษสว่นยอ่ยจะมีนิพจน์อยูใ่นรูป 

1 1 2 2
2 2 2 2

...
( ) ( ) ( )

m m
m

A x BA x B A x B

ax bx c ax bx c ax bx c

 
  

       

เม่ือ 1A , 2A , …, mA  และ 1B , 2B , …, mB  เป็นคา่คงตวั   เช่น 

2

2 2

1

( 3)( 1)

x

x x x




    

 

2

2 2 2

4 6 1

( 1) ( 1)

x

x x x

 


    

 

หมายเหตุ ในบางครัง้ ตวัประกอบของ ( )Q x  อาจจะมีนิพจน์  
mbax )(   และนิพจน์ 

2( )max bx c  เม่ือ 2 4 0b ac   เป็นตวัประกอบ  เชน่ 
2

2 2 2

2

(3 1)( 1)

x x

x x x

 


   
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3. เขียน 
( )

( )
( )

P x
f x

Q x
   ให้อยู่รูปนิพจน์ของผลบวกเศษส่วนย่อย แล้วจงึ

ปริพนัธ์ของโดยใช้สูตรและเทคนิคการหาปริพนัธ์ที่ได้เรียนมาแล้ว 

ตวัอย่าง   จงหา
 

2

3 1

1

x
dx

x


  

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง   จงหา
 

2

11

3 4

x
dx

x x


   

วธีิทาํ 
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ตวัอย่าง  จงหา  
1

( 1)(x 2)( 3)
dx

x x    

วธีิทาํ  
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ตวัอย่าง  จงหา  
2

2

6 25

( 1)( 3)

x x
dx

x x

 
   

วธีิทาํ  
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ตวัอย่าง  จงหา   
2

2

5 3 4

( 1)( 1)

x x
dx

x x

 
   

วธีิทาํ  
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สําหรับบางกรณี อาจจําเป็นต้องใช้เทคนิคการหาปริพนัธ์โดยการแทนค่าก่อน แล้วจึง

ประยุกต์ใช้เทคนิคการหาปริพนัธ์โดยการเขียนให้อยู่รูปผลบวกของเศษส่วนย่อย ดงัตวัอย่าง

ตอ่ไปนี ้

ตวัอย่าง จงหา  2

cos

sin sin 6

x
dx

x x   

วธีิทาํ  
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 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันตรรกยะไม่แท้โดยการหารพหุนาม 

 ถ้า 
( )

( )
( )

P x
f x

Q x


 
เป็นฟังก์ชนัตรรกยะไม่แท้ เม่ือ ( )P x  และ ( )Q x  เป็นฟังก์ชนั

พหนุามท่ีดีกรีของ P มากกว่าหรือเท่ากับดีกรีของ Q  แล้วในการหาปริพันธ์เราจะใช้

วธีิการจัดรูปตวัถูกหาปริพนัธ์โดยการหารพหุนามเพ่ือเขียน f  ให้อยูใ่นรูป 

( )
( ) ( )

( )

S x
f x R x

Q x
   

โดยท่ี ( )R x  เป็นฟังก์ชันพหุนาม และ 
( )

( )

S x

Q x  เป็นฟังก์ชันตรรกยะแท้ ก่อนจะนํามาหา

ปริพนัธ์โดยใช้เทคนิคตา่งๆ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้

ตวัอย่าง จงหา   
2 1

1

x
dx

x


  

วธีิทาํ 

 


